
以本为本，合理探究，自然生成
常州市教育科学研究院　 徐德同

复习课是高三教学中非常重要的一种课型，它不仅可以帮助学生加深对旧知识的
认识，梳理并形成系统的知识网络，而且可以在巩固双基的基础上培养学生提出问题、
发现问题和解决问题的能力。２０１３年９月笔者应江苏省教育学会之邀，在江苏教院附
中为省内部分三星及四星高中的高三数学教师开设了一堂解析几何复习课（用时约５５
分钟），复习的内容是“抛物线”。现把课堂实录和对高三复习课的思考整理成文，与大
家交流。
　 　 环节一：回归课本，设计问题，以问题为载体梳理知识框架

课前笔者根据苏教版２０１２年第三版第５２页内容提出了下面的问题：
设抛物线的轴和它的准线交于点Ｅ，过焦点垂直于轴的直线交抛物线于Ｐ、Ｑ两点，

如图（１）所示．求证：ＥＰ⊥ＥＱ．

　 　 经过短暂的思考，笔者与学生进行了以下交流：
师：大家准备从哪个角度来解决问题，是几何角度（即几何综合证明）还是代数角度

（即通过计算来证明）？
生１：我准备从代数角度通过计算两直线斜率之积为－ １．
师：从代数角度是合适的，因为解析几何的基本思想是用代数方法来研究几何问

题．
师：从代数角度首先要做什么工作？
生１：建立平面直角坐标系．
师：你准备怎么建？
生１：以抛物线的轴为ｘ轴，以线段ＥＦ的中点为坐标原点建系．如图（２）．
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师：抛物线的方程是什么？对应的焦点坐标和准线方程呢？
生１：我设的方程是ｙ２ ＝ ２ｐｘ（ｐ ＞ ０），焦点坐标是（ｐ２ ，０），准线方程是ｘ ＝ －

ｐ
２ ．

师：如果线段ＦＥ的方向是ｘ轴的正方向呢？如图（３）．
生１：那么方程就应该是ｙ２ ＝ － ２ｐｘ（ｐ ＞ ０），焦点坐标是（－ ｐ２ ，０），准线方程是

ｘ ＝ ｐ２ ．

师：你设的方程中ｐ有什么几何意义？
生１：ｐ表示焦点Ｆ到准线的距离．
师：生１这样建系的方式是恰当的，这样建系我们就可以根据公式直接写出抛物线

的标准方程，当然我们也可以以直线ＥＦ为ｙ轴得到焦点在ｙ轴上的标准方程．
师：还有同学设的方程和他不一样的吗？
生２：我按图（２）建的系，设的方程是ｙ２ ＝ｍｘ（ｍ ＞ ０）．
师：生２的方程对应的ｐ即焦点到准线的距离是ｍ２ ，所以焦点坐标是（

ｍ
４ ，０），准线

方程是ｘ ＝ － ｍ４ ．如果我按图（３）建系设方程是ｙ
２ ＝ ｍｘ，此时应有ｍ ＜ ０，焦点坐标和准

线方程又分别是什么呢？
生２：（略做思考）还是（ｍ４ ，０）和ｘ ＝ －

ｍ
４ ．

师：总结求焦点坐标和准线方程的关键，先“定位”即确定开口方向，再“定量”即确
定ｐ，明确ｐ的几何意义，ｐ即焦点到准线的距离，再由此写焦点坐标和准线方程．

师：现在我们设上述问题中焦点Ｆ到准线的距离为１，请大家思考并交流如何证明
ＥＰ⊥ＥＱ ？

给出问题：
设抛物线的轴和它的准线交于点Ｅ，焦点Ｆ到准线的距离为１，过焦点Ｆ垂直于轴

的直线交抛物线于Ｐ、Ｑ两点，如图（１）所示．求证：ＥＰ⊥ＥＱ ．
三位同学作交流发言：
生１：如图（２）建系．因为抛物线焦点Ｆ到准线的距离为１，即ｐ ＝ １，所以抛物线方程

是ｙ２ ＝ ２ｘ，通过联立方程组ｘ ＝ １２

ｙ２ ＝ ２{ ｘ
求出点Ｐ、Ｑ的坐标，计算得ｋＥＰ·ｋＥＱ ＝ － １，所以

ＥＰ⊥ＥＱ ．

生３：我直接写出了点Ｐ、Ｑ的坐标，因为线段ＰＱ是抛物线的通径，由通径长公式知
ＰＱ长度为２ｐ也就是２，然后计算ｋＥＰ·ｋＥＱ．

—１８２—



生４：我是通过计算焦半径ＦＰ、ＦＱ发现ＦＰ ＝ ＦＱ ＝ ＦＥ，所以点Ｅ、Ｐ、Ｑ一定在以Ｆ
为圆心ＦＰ为直径的圆上，所以一定有ＥＰ⊥ＥＱ ．

师：点评直线和抛物线交点求法、通径长公式和焦半径公式．通过合理板书形成这
一节的知识框架．

思考之一：高三复习课如何梳理基础知识
对于高三复习课，如何梳理基础知识是高三数学老师必须解决好的第一个问题，常

规的做法有三种，一是先集中梳理，全面概况，由教师把所有的基础知识全部归纳总结
呈现出来；二是采取问答形式进行，教师提问学生回答，通过提问的方式由学生说出来，
相互补充形成知识框架；三是让学生集中完成一些填空练习，以统一的练习来代替归纳
整理。这样做有利有弊，优点是课堂层次分明，先进行知识点的统一回顾再进行例题讲
解、变式巩固、归纳小结等。缺点是略显单调死板，往往不能够立即吸引学生的注意力
和兴趣。因为基础知识部分往往比较零碎零散，又都是学生学过的内容，缺少一定的挑
战性，所以容易造成上课起始阶段学生学习的源动力不足，主动参与的积极性不高，课
堂气氛沉闷等问题。

笔者这节课以课本内容为基础提出了一则问题。问题看似简单，通过教师适当的
引导后就包容了很大的信息量，抛物线的基础知识都有涉及．通过对问题的剖析、解决
及合理设计板书来达成对这一节知识的梳理，化有形（集中梳理）为无形，化零（零散知
识）为整。美国著名数学教育家波利亚曾说：“一个专心的认真备课的老师能够拿出一
个有意义的但又不复杂的题目，去帮助学生挖掘问题的各个方面，使得通过这道题，就
好像通过一道门户，把学生引入一个完整的理论领域”。以问题为载体梳理知识框架的
好处在于即能达成系统梳理知识的目标，又能以问题为中心吸引学生积极参与其中，调
动学生思维的积极性，改变课堂上被动接受的状态。实践证明在复习课的知识梳理环
节中通过精心设计问题，再辅以教师适当的系列提问，就一定能够更深度的“抓住”学生
的注意力，不断激发学生的学习动机。
　 　 环节二：合理探究，自然生成，培养提出问题意识

师：每一个问题都有它的“关键词”，请大家阅读并确定题中的“关键词”．
生５：我认为“垂直于轴”的“垂直”是关键词．
师：有道理，为什么要“垂直”呢？如果直线ＰＱ不垂直于抛物线的轴呢？此时还一

定有ＥＰ⊥ＥＱ吗？
生５：应该没有．
师：你怎么知道的？
生５：画个图一看便知道啊．
生５在画图纸上画了一条特殊直线，如图（４）．
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　 　 师：画图观察能作为依据吗？凭什么说∠ＰＥＱ≠９０°
呢？

生５：可以找一条特殊的直线求出∠ＰＥＱ，它一定不等
于９０°．

很多人认同生５的观点，经过几分钟的计算就有了下
面的交流：

生５：我取的直线ＰＱ方程是ｙ ＝ ｘ － １２ ，由
ｙ ＝ ｘ － １２

ｙ２ ＝ ２{ ｘ

解出了点Ｐ、Ｑ的坐Ｐ ＝（３２ 槡＋ ２ ， 槡１ ＋ ２ ），Ｑ（３２ 槡－ ２ ， 槡１ － ２ ）由Ｅ（－ １２ ，０），求出

ｋＥＰ ＝ 槡１ ＋ ２

槡２ ＋ ２
，ｋＥＱ ＝ 槡１ － ２

槡２ － ２
，它们的积ｋＥＰ·ｋＥＱ ＝ 槡１ ＋ ２

槡２ ＋ ２
· 槡１ － ２

槡２ － ２
＝ － １２ ，不等于－ １，所以

不垂直．
师：还有找特殊直线的吗？

生６：我找的直线是ｙ ＝ ２（ｘ － １２ ），求出的Ｐ（ 槡３ ＋ ５
４ ， 槡１ ＋ ５

２ ），Ｑ（ 槡３ － ５
４ ， 槡１ － ５

２ ），

ｋＥＰ ＝
２（ 槡１ ＋ ５）

槡５ ＋ ５
，ｋＥＱ ＝ ２（ 槡１ － ５）

槡５ － ５
，它们的积ｋＥＰ·ｋＥＱ ＝ ２（ 槡１ ＋ ５）

槡５ ＋ ５
·２（ 槡１ － ５）

槡５ － ５
＝ － ４５ ，

也不等于－ １．
师：两位同学通过取特殊直线并求得两直线的斜率之积不等于－ １，因此垂直就不

是必然了，他们所求的直线ＥＰ和直线ＥＱ的斜率有没有联系呢？

引导学生对无理分式进行适当的化简：ｋＥＰ ＝ 槡１ ＋ ２

槡２ ＋ ２
＝ １

槡２
，ｋＥＱ ＝ 槡１ － ２

槡２ － ２
＝ － １

槡２
，

ｋＥＰ ＝
２（ 槡１ ＋ ５）

槡５ ＋ ５
＝ ２

槡５
，ｋＥＱ ＝ ２（ 槡１ － ５）

槡５ － ５
＝ － ２

槡５
．很快可以发现两者互为相反数．

师：互为相反数说明直线ＥＰ和直线ＥＱ什么样的位置关系？
生：关于ｘ轴对称．
师：是巧合还是必然？如果是必然，是什么样的必然呢？
学生很快就提出了下面的猜想：
猜想一：
设抛物线的轴和它的准线交于点Ｅ，焦点Ｆ到准线的距

离为１，过焦点Ｆ不垂直于轴的直线交抛物线于Ｐ、Ｑ两点，如
图（５）所示．则∠ＰＥＦ ＝∠ＱＥＦ ．
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师生一起完成对上述猜想的证明：
设直线ＰＱ的方程为ｙ ＝ ｋ（ｘ － １２ ），点Ｐ（ｘ１，ｙ１），Ｑ（ｘ２，ｙ２），

由ｙ ＝ ｋ（ｘ － １２ ）
ｙ２ ＝ ２{ ｘ

得ｋ２ｘ２ －（ｋ２ ＋ ２）ｘ ＋ ｋ
２

４ ＝ ０，故ｘ１ｘ２ ＝
１
４ ，且

ｋＥＰ ＋ ｋＥＱ ＝
ｙ１

ｘ１ ＋
１
２

＋
ｙ２

ｘ２ ＋
１
２

＝
ｙ１（ｘ２ ＋ １２ ）＋ ｙ２（ｘ１ ＋

１
２ ）

（ｘ１ ＋ １２ ）（ｘ２ ＋
１
２ ）

＝

ｋ（ｘ１ － １２ ）（ｘ２ ＋
１
２ ）＋ ｋ（ｘ２ －

１
２ ）（ｘ１ ＋

１
２ ）

（ｘ１ ＋ １２ ）（ｘ２ ＋
１
２ ）

＝
ｋ（２ｘ１ｘ２ － １２ ）

（ｘ１ ＋ １２ ）（ｘ２ ＋
１
２ ）
＝ ０，

所以∠ＰＥＦ ＝∠ＱＥＦ ．
师：刚才我们通过改变问题中的关键词得到了一个新发现，请大家再次读题，你觉

得问题中还有那些词是“关键词”，针对这些“关键词”你有什么样的思考或质疑？
生７：“经过焦点Ｆ”我觉得比较关键．我的问题是如果直线不经过焦点Ｆ还有

∠ＰＥＦ ＝∠ＱＥＦ吗？
师：鼓励生８！给学生留足思考的时间．
几分钟之后就有了结果：
生７：∠ＰＥＦ与∠ＱＥＦ不相等，我假设直线ＰＱ方程是ｙ ＝ ｘ － １，

由ｙ ＝ ｘ － １

ｙ２ ＝ ２{ ｘ
得点Ｐ、Ｑ的坐标Ｐ（ 槡２ ＋ ３， 槡１ ＋ ３），Ｑ（ 槡２ － ３， 槡１ － ３）因为Ｅ（－ １２ ，０），

所以ｋＥＰ ＝ 槡１ ＋ ３
５
２ 槡＋ ３

，ｋＥＱ ＝ 槡１ － ３
５
２ 槡－ ３

，和不等于０．

生８：老师（很兴奋）！我也取的ｙ ＝ ｘ － １，只要调整一下就可以！只要把点Ｅ的坐

标改为（－ １，０），那么ｋＥＰ ＝ 槡１ ＋ ３

槡３ ＋ ３
＝ １

槡３
，ｋＥＱ ＝ 槡１ － ３

槡３ － ３
＝ － １

槡３
，∠ＰＥＦ与∠ＱＥＦ就相等了！

师：表扬生８！总结发现，调整之后直线ＰＱ过点（１，０），点Ｅ的坐标是（－ １，０），这
时候∠ＰＥＦ与∠ＱＥＦ就相等了，是巧合还是必然？

沉默！（沉默了约２分钟，笔者很是担心是否有人能在沉默中爆发！）
生８：如果直线ＰＱ与ｘ轴的交点为Ｍ，只要点Ｅ和点Ｍ到ｙ轴的距离相等，就应该

有∠ＰＥＦ ＝∠ＱＥＦ！
形成猜想二：
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　 　 设直线ｌ１：ｘ ＝ － ｔ（ｔ ＞ ０）和ｘ轴交于点Ｅ，直线ｌ２：ｙ ＝ ｋ（ｘ －
ｔ）（ｔ ＞ ０）与抛物线ｙ２ ＝ ２ｐｘ（ｐ ＞ ０）的交于Ｐ、Ｑ两点，如图（６）所
示．则∠ＰＥＭ ＝∠ＱＥＭ．

学生很快独立完成了猜想的证明：设点Ｐ（ｘ１，ｙ１），
Ｑ（ｘ２，ｙ２），

由ｙ ＝ ｋ（ｘ － １）
ｙ２ ＝ ２{ ｐｘ

得ｋ２ｘ２ －（２ｋ２ ｔ ＋ ２ｐ）ｘ ＋ ｋ２ ｔ２ ＝ ０ ，故ｘ１ｘ２ ＝ ｔ２，且

ｋＥＰ ＋ ｋＥＱ ＝
ｙ１
ｘ１ ＋ ｔ

＋
ｙ２
ｘ２ ＋ ｔ

＝
ｙ１（ｘ２ ＋ ｔ）＋ ｙ２（ｘ１ ＋ ｔ）
（ｘ１ ＋ ｔ）（ｘ２ ＋ ｔ） ＝

ｋ（ｘ１ － ｔ）（ｘ２ ＋ ｔ）＋ ｋ（ｘ２ － １）（ｘ１ ＋ ｔ）
（ｘ１ ＋ ｔ）（ｘ２ ＋ ｔ） ＝

ｋ（２ｘ１ｘ２ － ２ｔ２）
（ｘ１ ＋ ｔ）（ｘ２ ＋ ｔ）＝ ０，所以∠ＰＥＭ ＝∠ＱＥＭ．

思考之二：高三复习课如何培养学生提出问题意识
在数学教学尤其是高三复习课的教学中如何克服学生只会埋头做题却提不出问题

这一普遍现象？解决问题固然重要，但是在高三复习课教学中，更重要、更高级、更多的
应该是问题解决之后的反思和质疑。只有以反思为核心的教学才能使学生更加深刻理
解知识的内在实质和联系。教师在研读课本内容的基础上，选用、改编或设计一些有针
对性、有内涵的问题，并引导学生对问题进行改变关键条件等不同角度的变化，从正反
等几方面试着对一个问题进行反思处理，从而提出新的问题，对学生来说，真正做到了
举一反三，触类旁通，起到事半功倍的效果。爱因斯坦曾说：“提出一个问题往往比解决
一个问题更为重要，因为解决一个问题也许只是一个数学上或实验上的技巧问题。而
提出新的问题、新的可能性，从新的角度看旧问题，却需要创造性和想像力，这往往是获
得认识突破的契机”。笔者以为高三复习课教学可以改变以“总结知识，例题讲解，强化
训练”为核心的这种固有模式，有意识的转变为以“引导学生提出（发现）问题、引导学
生如何思考问题、引导学生正确解决问题、引导学生及时反思问题”为核心的灵活课堂。
毋庸置疑，一个教师如果能够有意识的、持之以恒的去引导学生反思质疑，就一定能提
升学生发现问题和提出问题的能力，激发学生学习数学的兴趣和热情，而且十分有助于
学生素质的提高和创新能力的养成。

课程标准提倡的理念中，有一条是“倡导积极主动、勇于探索的学习方式”。而反
思质疑（提出问题）是探索的动力和源泉。古人亦云“学贵质疑，小疑则小进，大疑则大
进”。可见反思质疑对学习的重要性，培养学生敢于提出问题的勇气和善于提出问题
的能力，不仅是教师教学方法、教学技巧的问题，更是教学原则、教学观念的问题。迷
信、盲从的思维定势，大大限制了学生创新思维能力的发展。教师应当在平时的教学实
践过程中创造宽松和谐的教学和探讨的氛围，实现真实的绿色和谐课堂，让学生习惯于
反思质疑。我们的学生不是缺乏反思质疑精神和品质，而是缺失了培育反思质疑品质
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的土壤，这一点是我们每一个高三教师甚至所有中学老师要深刻思考的。
　 　 环节三：设计问题，针对训练，提高解决问题能力

例题：已知抛物线Ｃ的方程为ｙ２ ＝ ８ｘ，点Ｅ（－ １，０），设不垂直于ｘ轴的直线ｌ与Ｃ
交于不同的两点Ｐ，Ｑ（在ｘ轴两侧），如图（６）所示．若ｘ轴是∠ＰＥＱ的角平分线，证明
直线ｌ过定点．

本题是由２０１３年高考陕西理科卷解析几何题改编而来，原题有两小问，第一小问
求轨迹Ｃ方程即ｙ２ ＝ ８ｘ，这是原题的第二小问，恰好与猜想二互为逆命题。答案一目了
然，直线ｌ过定点（１，０）。少数学生的想法和标准答案给出的思路一致（但限于时间没
有完成），大家可以参考２０１３年陕西高考数学卷解答．下面给出多数学生的想法：

设直线ｌ的方程为ｙ ＝ ｋ（ｘ － １）（ｔ ＞ ０），设点Ｐ（ｘ１，ｙ１），Ｑ（ｘ２，ｙ２），

由ｙ ＝ ｋ（ｘ － ｔ）
ｙ２ ＝ ８{ ｘ

得ｋ２ｘ２ －（２ｋ２ ｔ ＋ ８）ｘ ＋ ｋ２ ｔ２ ＝ ０ ，故ｘ１ｘ２ ＝ ｔ２，且

ｋＥＰ ＋ ｋＥＱ ＝
ｙ１
ｘ１ ＋ １

＋
ｙ２
ｘ２ ＋ １

＝
ｙ１（ｘ２ ＋ １）＋ ｙ２（ｘ１ ＋ １）
（ｘ１ ＋ １）（ｘ２ ＋ １） ＝

ｋ（ｘ１ － ｔ）（ｘ２ ＋ １）＋ ｋ（ｘ２ － ｔ）（ｘ１ ＋ １）
（ｘ１ ＋ ｔ）（ｘ２ ＋ ｔ） ＝

ｋ（２ｘ１ｘ２ － ２ｔ）
（ｘ１ ＋ ｔ）（ｘ２ ＋ ｔ）＝

ｋ（２ｔ２ － ２ｔ）
（ｘ１ ＋ ｔ）（ｘ２ ＋ ｔ），因为ｘ轴是

∠ＰＥＱ的角平分线，所以ｋＥＰ ＋ ｋＥＱ ＝ ０，解得ｔ ＝ １，是定值．所以直线ｌ过定点（１，０）．
上述想法比标准答案提供的解法要简单，关键在于要能够判断直线过ｘ轴上的一

定点。
课堂小结：师生一起总结发现新命题、编制新命题的过程与思路，鼓励学生在问题

解决之后要及时进行反思，大胆进行质疑，有时会有意想不到的发现和惊喜。
思考之三：高三复习课如何减负增效提高效率？
高三复习如何减负增效走出“题海之战”？答案是肯定的，以本为本，回归教材。研

究吃透教材、深度开发教材这一宝藏是提高复习效率的必由之路。在复习教学绝不能
把“以本为本”作为一句口号，要把反复钻研教材内容落实到日常教学的每一个环节中，
在复习教学中无论什么样的复习资料都不能取代课本的“源头”地位，好水自从源头来。
这么多年来市面上出现了众多的高三复习用书，其中不乏一些比较成熟的作品，造成了
现在很多老师备课、上课很单一很机械，手捧一本复习指导用书从头到尾、从开始到结
束，教师的备课基本等同于做一做复习资料上的题目，学生的学习基本等同于反复去做
各种资料和试卷，基本脱离了教材。事实上，课本的本源性、本源作用在高考中越来越
突显，这几年全国各地高考试题与教材包括例题、习题联系越来越紧密。２０１３年高考江
苏卷第一卷的２０个题中有超过半数的题目源于教材或以教材为背景改编，均可在教材
中找到题源。比如解答题中的第１７题：

—６８２—



　 　 如图（７），在平面直角坐标系ｘＯｙ中，点Ａ（０，３），直线ｌ：ｙ ＝ ２ｘ － ４．
设圆Ｃ的半径为１，圆心在ｌ上．

（１）若圆心Ｃ也在直线ｙ ＝ ｘ － １上，过点Ａ作圆Ｃ的切线，求切线
的方程；

（２）若圆Ｃ上存在点Ｍ，使ＭＡ ＝ ２ＭＯ，求圆心Ｃ的横坐标ａ的取值
范围．

苏教版必修２第１００页习题第１０题：已知点Ｍ（ｘ，ｙ）与两个顶点Ｏ（０，０），Ａ（３，０）
的距离之比为１２ ，那么点Ｍ的坐标应满足什么关系？画出满足条件的点Ｍ所形成的曲
线。两者同音共律、如出一辙，这样的例子在近几年高考题中举不胜举。这种命题思路
也给我们越来越明确的导向：高三复习必须回归教材，以本为本，研究开发教材是提高
复习效率的必由之路。
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